12. Corrigés des exercices d’entrainement et de préparation au DS

Exercice 4.A :

@ On souhaite placer le point R tel que DR = lD‘é + ilf :

+ On partage [DB] en 4 et «On represente Ies vecteurs - On place R a l'aide d’'une
[DC en 2. 1pg DB et 3§£ somme de vecteurs.
T LT T T T T D WENGEERE IR AR RN

@ On souhaite placer le point S tel que AS = §R+ BD:

+ On partage le segment +On represente les vecteurs «On place S al'aide d’une
[AClen 5. %AC et BD. somme de vecteurs.

Exercice 4.B :
B 1-=
—BD
s oy 4
@ Aaide des graduations, on lit BJ= %BC+%BD. '.XI\?\
€ 1 estle milieu de [AB] don %Fi A2 | Y
O U=iB+8i=1AB+28C+ 18D ZBCT\ /\D
iy P O | [ e -
doncIJ—zAB+ 4BA+4AC+4BA+4AD b J

-_1 +§ +l
2AB 2 AC ) AD.
Exercice 4.C :

@ Voir la figure.

(2] ﬁ=§+ﬁ=—ﬁ+%ﬁ+%ﬁ.

O E=EA+Al=—AE+ %A_C car | est le milieu de
[AC]. Or AC = AB +BC = AB + ED car BCDE est

un parallelogramme
Enfin ED = EA+AD——AE+AD

Ainsi, Ei=—AE++ (AB AE + AD)

B=-3AE+JAB+1
doncEl= 2AE+2AB+2AD.

O On constate que Ei= %ﬁdonc les vecteurs Ei et EG sont colinéaires.

On peut en déduire que les points E, | et G sont alignés.
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Exercice 4.D :
& TU=TA+AU= —% AD +%A—C>. Or AC = AB + AD car ABCD est un parallélogramme.

D’oufU=—% l?l5+%ﬂ§+%ﬁsoitﬁi=—% KﬁJr%/ﬁ.
-TR=TA+AE+ ﬁf=—% AD + ﬂf+% EF. Puisque ABFE est un parallélogramme,

ona ﬁ:ﬁdoncﬁ:—%ﬁ+/ﬁ+%ﬂ§.
TS=TA+AE+ES= —% AD+AE + % EH. Puisque ADHE est un parallélogramme,

ona mzﬁdoncﬁ=——§—ﬂ5+ﬁ+%ﬂ5soitﬁ:——%ﬁ+ﬁ

@ 0n 2 9TU = —3AD +3AB et 6TS = ~AD + 6AE donc 9TU + 6TS = —4AD + 3AB + 6AE.
© On peut remarquer que 6TR = —4AD + 3AB + 6AE = 9TU + 6TS, Ainsi
6TR - 9TU - 6TS =0. On en déduit que les vecteurs TR, TU et TS sont coplanaires.

@ Les vecteurs TR, TU et TS de méme origine T sont coplanaires, donc les points R, U et
S appartiennent a un méme plan passant par T : ils sont coplanaires.

Exercice 4.E :

@ | et J appartiennent respectivement aux droites (AB) et (AC) qui sont incluses dans le
plan (ABC) donc | et J appartiennent a (ABC). On en déduit que les droites (1)) et (BC)
sont coplanaires : elles sont soit sécantes, soit paralléles.

Or U:ﬁ+AT=—%K§+%K carJ est le milieu de [AC] etB_C’=§A’+/TC'=_—.KB’iPT.
Les droites (1)) et (BC) sont paralléles si, et seulement si, les vecteurs |J et BC sont
g)linéii[es, c’eit’—é-dir_e’si, et seulemgrgt ﬂ. il existe un réel k tel que
IJ=kBC=-kAB + kAC. Le couple (AB, AC) est une base du plan (ABC).

La décomposition du vecteur IJ dans cette base est unique donc I'égalité

Uz—% Ké+%ﬂ€=—kﬂ§+kﬁ conduit a k=% et k:% ce qui nest pas possible.
(1J) et (BC) ne peuvent pas étre paralléles : elles sont donc sécantes.

€ Supposons que les droites (1)) et (AD) sont paralléles.
Cela permet d'affirmer que les droites (1)) et (AD) sont coplanaires. Or A, | et J
appartiennent tous trois au plan (ABC) d'aprés la question 1. Cela signifie que D est
un point du plan (ABC), c'est-a-dire que A, B, C et D sont coplanaires. C'est absurde
car ABCD est un tétraédre.
La supposition initiale est donc fausse : (AD) et (IJ) ne sont pas paralléles.

Exercice 4.F :
@ On décompose le vecteur IJa l'aide de la relation de Chasles :
U= W)’+5§+B_J'=—% 5/'\+5E§+%B_6:%/T(3+%6§.
On en déduit: 1= 3(A0 + 0B) =1 A8,
IJ et AB sont colinéaires donc les droites (1)) et (AB) sont paralléles.
€ a. 0 est le centre du parallélépipéde rectangle donc O est le milieu de [BH] et

B0=18H AinciBl=280=2«1BR=1gH
BO—ZBH.AlnSIBJ—3BO—3><ZBH 3BH.

b. On décompose le vecteur JKa l'aide de la relation de Chasles :

K=JB+ K+C_K’=—%ﬁ-l’+B_C’+%C_ﬁ=B_C’+%@1’+%H_!§.

Cela conduit 2 JK=BC + % (CH+ HB) =BC + %CT?:=%B?

iJ'et JK sont deux vecteurs non colinéaires du plan (IJK) qui sont respectivement
égaux a %A_é et % BC, deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC).

On en déduit que les plans (JK) et (ABC) sont paralléles.
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Exercice 4.G :
@ -EG=EF+EH

Cela traduit directement de la régle du
parallélogramme.

€) -BH=- AB+AD+AE

OnaBH=BF+ FE+EavecBF=Af, 002 AO=AEFEOdonc

FE=-AB et EH = AD puisque ABCDEFGH ~ AO=AE -+ EF + S EH puisque O est le
est un parallélépipéde. centre de EFGH.

Exercice 4.H :

@ Les coordonnées de A sont (3; 3 ; 3) et celles de Bsont (2; 6 ; 4).
@ Le vecteur AB a pour coordonnées (cg=Xp ; Yg—Ya: Zg=2a) C'est-a-dire
(2-3;6-3;4-3)s0it(-1;3;1).

6 La droite (AB) passe par le point A(3; 3 ; 3) et elle a pour vecteur directeur AB(-1; 3; 1).
Une représentation paramétrique de (AB) est donc

X =0y x=3-t¢
Y=Yy H1yg avect ER, soit(y=3+3ravecrER.
Z=ZA+IZFB z=3+t¢
Puisque B est un point de (AB), une autre représentation paramétrique de (AB) est
x=xp+kxg x=2—-k
Y=g +kygaveck € R, soityy =6+3kaveckeR.
7=z +kzg g=Akk
Exercice 4.1 :
X, =5-t
@ A appartient a d si, et seulement si, il existe un réel ¢ tel que ya = =1+ 3¢, cequi
3=5—¢ t=2 7y =141
équivauta<5=—1+3rsoitaqr=2 .
—2=1+1¢ t=-3

Ceci implique qu'il n’existe pas de réel ¢ vérifiant les trois équations : on en déduit
que le point A n‘appartient pas a la droite d.

€ Un point de d a pour coordonnées (5 ; -1 ; 1) que 'on obtient en remplacant 7 par 0
dans les équations. Un vecteur directeur u de d a pour coordonnées (-1;3; 1).

9 L_[(—1 ;3 ;1) est un vecteur directeur de la droite d et \7(2 ;=6 ;=2) est un vecteur
directeur de la droite d’. On remarque que v = — 2u. Puisque les vecteurs u et v sont
colinéaires, on en déduit que les droites d et d” sont paralléles.
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Exercice 4.J :
Les droites d et d' ont un point d'intersection si, et seulement si, il existe un couple

34+42t=1-3k 2t+3k=-2
(¢ k) de réels solution du systtme {—1—7 =1+ k quiéquivauta{—t—k = 2
4+3t=2-5k 3t+5k=-2
On extrait les deux premiéres équations et on résout le systéme obtenu :
2t+3k=-2, . L |2t +3k=-2
équivaut a :
{—t—k=2 {—2t—2k=4
On remplace la deuxiéme équation par la somme des deux équations, le systéme
équivaut & {itj 3k==2 o obtient alors 1=—4 et k=2.

Il faut & présent s'assurer que la troisiéme égalité est vérifiée par ces valeurs :
3t+ 5k =3 x (-4) + 5 x 2 =-2, ce qui convient.
Par conséquent, A est le point de d de paramétre -4 et A est aussi le point de d’ de
paramétre 2. On remplace, par exemple, dans la représentation paramétrique de d":
X, =1-3x%x2 x, =-5
vy =1+2  dou yA=3.
7y =2-5X%X2 z, =8

Exercice 4.K :

@ OnaAB@4;-6;-4) et AC(-1;1;-3).
Puisque x5 = —4x;c mais Yz # -4y il n'existe pas de réel ¢ tel que AB=rAC.
Par conséquent, les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires.

€) Comme AB et AC ne sont pas colinéaires, démontrer que les points A, B, C et D sont
coplanaires revient a déterminer deux réels o et {3 tels que AD =t AB + BAC.

4o0-B=1
Puisque AD(11;-15; 1), cela se traduit par le systéme : { —60. + B = —15.

—4o. -3 =1
On extrait les deux premiéres équations et on résout le systéme obtenu :

{4a—|3=11

. On remplace la deuxiéme équation par la somme des deux
—60.+ B =-15 P q P

o T L j4o=p=11 : v

équations, le systéme équivaut a { (Zxoc 13 41 .On obtientalors =2 et f=-3.
Il faut & présent s’assurer que la troisiéme égalité est vérifiée par ces valeurs :
-40,- 3B =-4x2-3 % (-3)=1 ce qui convient.

Ainsi AD = 2AB — 3AC donc les vecteurs AB, AC et AD sont coplanaires.

On en conclut que les points A, B, C et D sont également coplanaires.
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Exercice 4.L :

@ v est colinéaire 3 v'si, et seulement si, il existe un réel k tel que &= kv.

1
k=—
1=kx4 4
k doit donc étre solution du systéme §—3 = k X 2, ce qui équivauta | k = _73 s
5=kx1 k=5

Puisque ce systéme n'a pas de solution, les vecteurs i'et v he sont pas colinéaires,
donc ils forment une base d’un plan.

€) Soit a, b et ¢ trois réels tels que au'+ by + cw = 0. Les coordonnées du vecteur

ax1+bx4+cx0 a+4b
ai+bv+cwsont| ax(=3)+bx2+cx2 |soit| —3a+2b+2c |.
ax5+bx1+cx(-1) 5a+b-c¢
a+4b=0
L'égalité au + bv + cw = 0 équivaut < —3a + 2b + 2c= 0 donc a
S5a+b-c=0
a =—4b a=—4b a=-4b a=0
—3 X (—=4b)+2b+2c=050ita<14b+2c=0 doncaic = —7b puisajc =0.
5% (-4b)+b—c=0 —-19b—-¢c=0 -12b=0 b=0

On en conclut que les vecteur i, v ez w ne sont pas coplanaires : ils forment une base
de I'espace.

Exercice 4.M :
On cherche trois réels a, b et ¢ tels que 7= au + bv + cw. On a vu dans la capacité
a+4b
précédente que le vecteur ai + by + cw a pour coordonnées | —3a + 26 + 2¢ |.
S5a+b-c
a+4b=-1
L'égalité 1= au + bv + cw est donc équivalente au systéme : { —3a + 2b + 2c= —15
S5a+b-¢c=16
a=-1-4b a=-1-4b
donca<—3x(—=1—4b)+2b+2c = —15 ce qui équivaut a<14b + 2c= —18
5X(-1-4b)+b—-c=16 -19b — ¢= 21
a=-1-4b
soita {14b + 2c= —18. En remplacant la troisieme équation par la somme de la
—38b —2¢= 42
a=-1-4b a=3
deuxieme et de la troisiéme, le systéme devient<145 + 2¢= —18 s0it{ ¢ = —2.
_24b =24 b=—1
On en déduit I'égalité 7= 31— v'- 2w, donc les coordonnées de 7 dans la base (, v, w )
sont (3 ;-1;-2).
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